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a model of the man-made gaseous emissions impact on the 
chemical processes in the geosphere 

Описывается модель математического описания химических процессов в 
геосфере. Рассматриваются общие подходы к математической параметризации 
скоростей химических реакций первого, второго и третьего порядков, также как и 
процессов фотолиза. Предлагается алгоритм разделения химических процессов 
геосферы на основе сравнения их характерных времен.
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A mathematical model of the chemical processes in the geosphere is described. 
The common approaches to the mathematical parameterization of the chemical reaction 
rates for first, second and third order reactions are considered. An universal algorithm for 
chemical processes separation based on their lifetime comparison is suggested. 

Key words: model, chemical reactions, mathematical description, scale 
comparison

Проблема моделирования химических реакций в геосфере заключается в выборе 
метода математического описания химической трансформации продуктов естествен-
ных и антропогенных выбросов в геосферу.

Математическая формулировка задачи базируется на системе уравнений нераз-
рывности многокомпонентной среды при наличии химических реакций [1]:

(1)

где	 X = X
1
 ,X

2
 ,...X

N
  - вектор концентраций рассматриваемых примесей, N - число 

рассматриваемых примесей, V ⋅∇  - линейный дифференциальный оператор, 
описывающий пространственный перенос примеси, R - скорость фотохимиче-
ского изменения, которая определяется протекающими в атмосфере процессами 
фотодиссоциации, бимолекулярными и трехмолекулярными химическими ре-
акциями, мономолекулярным распадом и гетерогенными процессами.
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сывается, согласно [2] реакцией первого порядка: 

(2)

где J
i 
- коэффициент фотодиссоциации:

( ),
X

V X R X
t

∂
+ ⋅∇ =

∂

,i i iS J X=



205

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ № 22

(3)

где	 λ - длина волны солнечного излучения, Δλ - спектральная область фотодиссоци-
ации i-й компоненты, σ

i
 - сечения  поглощения, υ

i
 - квантовый выход реакции, 

Fλ - суммарный поток радиации с длиной волны λ в данной точке пространства.

Скорости химических реакций и мономолекулярного распада параметризуются 
в терминах химической кинетики [3]. При этом скорости бимолекулярных реакций 
типа X

i
 + X

j
 –> X

l
 + X

m
 описываются выражением

(4)

где	 k
b
 - лабораторная константа данной химической реакции, рассчитываемая по 

формуле Аррениуса [4]:

(5)

Здесь A - лабораторная константа, E - энергия активации данной реакции, R - уни-
версальная газовая постоянная, T - температура.

Более сложным образом описываются скорости протекающих в атмосфере трех-
молекулярных реакций типа X

i
 + X

j
 + M –> X

l
 + M, где M - концентрация воздуха. 

Реакции такого типа сильно зависят от давления [5]. При низких давлениях время 
между столкновениями образующегося на первой стадии реакции возбужденного 
комплекса с дезактивирующей молекулой больше или сравнимо со временем жизни 
возбужденного комплекса и реакция является тримолекулярной. При высоких дав-
лениях время между столкновениями мало по сравнению со временем жизни возбуж-
денного комплекса и он успевает дезактивироваться до распада. Реакция при этом 
является бимолекулярной. С учетом этого скорость трехмолекулярной реакции опи-
сывается по аналогии с бимолекулярными реакциями:

(6)

где	 k
р
 описывается универсальной формулой Линдемана-Хиншельвуда [6]:
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Процессы мономолекулярного распада типа X
i
 + M –> X

l
 + X

m
 + M рассматрива-

ются как реакции второго порядка и их скорости записываются в виде

(8)

где k определяется по формуле Аррениуса (5).

Гетерогенные процессы на атмосферном аэрозоле в фотохимических моделях 
описываются уравнениями первого порядка [6]:

(9)

Константы гетерогенных реакций k
a
 вычисляются в предположении свободно-

молекулярного режима [7].
Таким образом, слагаемые в правой части системы (1), выражающие скорости 

фотохимического изменения рассматриваемых малых газов, можно записать в виде:

(10)
j = 1, 2,..., N,

где члены в правой части с положительным знаком описывают фотохимическую про-
дукцию (за счет химических реакций и фотодиссоциационных процессов), а члены с от-
рицательным знаком - фотохимическое разрушение (за счет химических реакций, фото-
диссоциационных процессов, мономолекулярного распада и гетерогенных процессов).

Чтобы полностью сформулировать задачу необходимо еще задать область опре-
деления Ω  с границей G и задать граничные и начальные условия:

(11)

(12)

где l - линейный оператор граничного условия, X
0
 -  вектор  начальных значений кон-

центраций рассматриваемых газов.

Сформулированная задача является нелинейной смешанной краевой задачей [7]. 
Для подобных задач пока не разработаны методы получения аналитических решений и 
поэтому для их решения используются численные методы [7]. Их применение заклю-
чается в замене области непрерывного изменения аргументов областью их дискретного 
изменения, а также в замене дифференциальных операторов - разностными с дальней-
шим решением полученной таким образом алгебраической системы уравнений.

Для решения поставленной задачи разностными методами необходимо рассмо-
треть вопрос о ее корректности, аппроксимации, устойчивости и сходимости. Как 
известно, задача называется корректно поставленной, если для любых входных дан-
ных из некоторого класса решение существует, единственно и устойчиво по входным 
данным [7]. Для существования решения необходима и достаточна непрерывность и 
ограниченность правой части (1) в области изменения аргументов [8]. Выполнение 
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этих требований вытекает из физической постановки задачи.
Если решение существует и выполняется условие Липшица [9]

(13)

где
(14)

то, согласно [8], можно доказать единственность решения. Как показано в [8], для 
слагаемых, входящих в (14) с определенным знаком условие Липшица выполняется, 
а для члена, выражающего скорость фотохимического изменения, его выполнение 
станет очевидным, если использовать основные положения химической кинетики 
[5]. Таким образом, решение поставленной задачи существует и единственно.

Задача называется устойчивой по входным данным, если ее решение непрерывно 
зависит от входных данных, т.е. ||δX|| –> 0 при ||δt|| –> 0. Как показано в [9], для устойчи-
вости задачи по входным данным достаточно выполнения условия Липшица (13).

Таким образом, задача поставлена корректно.
Поставленная задача является смешанной краевой задачей [9]. Для сведения 

ее к задаче с начальными данными (задаче Коши) необходимо задать шаблон в вы-
бранной пространственной области и аппроксимировать на нем дифференциальные 
операторы по пространственным переменным их конечно-разностными аналогами. 
В результате система дифференциальных уравнений (1), (10)-(12) заменяется систе-
мой дифференциально-разностных уравнений:

(15)

где Y – конечно-разностная функция концентраций рассматриваемых газов во 
всех пространственных узлах, соответсвующая непрерывной функции Х, Λ  - 
конечно-разностное представление дифференциального оператора ∇ .

Рассматриваемая задача Коши обладает рядом специфических особенностей, 
ограничивающих использование для ее решения многих обычно применяемых чис-
ленных методов. Так, высокие скорости химических реакций обусловливают силь-
ную связь между уравнениями - ее жесткость [9]. Математически это выражается 
большим разбросом модуля собственных значений матрицы Якоби [8]:

(16)

где λ
i
 – собственные числа матрицы Якоби

(17)

Жесткость задачи приводит к практической непригодности для ее решения яв-
ных вычислительных схем, т.к. для устойчивости явной схемы необходимо, чтобы 
шаг по времени не превышал минимальной временной постоянной системы, от-
вечающей максимальному собственному значению Якобиана τmin = 1/max(Re(-λ

i
)), в 
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то же характерное время задачи определяется максимальной локальной временной 
постоянной, отвечающей минимальному собственному значению матрицы Якоби. 
В этой связи, для достижения сходимости решений необходимое количество шагов 
будет порядка коэффициента жесткости (отношение максимального собственного 
числа к минимальному), который для атмосферных задач достигает 107 –108.

В связи с трудностями, возникающими при решении «жестских» задач тради-
ционными методами, разрабатываются специальные методы для подобных систем 
уравнений [9]. Среди этих методов применительно к фотохимическому моделирова-
нию атмосферных процессов можно выделить два направления: применение общих 
методов решения «жестких задач» и разработка специальных методов для фотохими-
ческого моделирования.

При применении общих методов для аппроксимации дифференциальных урав-
нений типа (15) конечно-разностными используются линейные одношаговые или 
многошаговые А-устойчивые методы, для которых областью абсолютной устойчиво-
сти является вся полуплоскость Re(τλ)<0. Полученная система алгебраических урав-
нений решается методом Ньютона-Рафсона [9]:

(18)

где	 I – единичная матрица, τ – шаг по времени, β – неявный коэффициент выбран-
ного А-устойчивого метода, J – якобиан системы, m – номер итерации, g – за-
данный вектор, объединяющий явные члены уравнения.

Учитывая (2.10), применение метода Ньютона-Рафсона (9) к системе (2.15) сво-
дится к следующей линеаризации каждого слагаемого суммы (10):

(19)

где	 j обозначает номер временного слоя (j – явный, j+1 – неявный). Для решения 
получающейся алгебраической системы необходимо на каждом шаге обращать 
квадратную матрицу размерности (NxK), где N – количество рассматриваемых 
атмосферных газов, K – число узлов сетки), что оказалось малоэффективным, 
учитывая уровень доступных ЭВМ.

Однако при попытке сгруппировать все рассматриваемые компоненты в не-
сколько семейств можно существенно ухудшить точность вычислений, так как вы-
числение концентраций малых газов через концентрации семейств не ухудшает точ-
ность только при выполнении следующих условий:

Фотохимическое время жизни компонентов, включаемых в семейства, много 1.	
меньше постоянной времени переноса;
Значение скоростей фотохимических реакций, определяющих распределение 2.	
концентраций внутри семейств, должно быть много больше скоростей реакций, 
влияющих на суммарную концентрацию семейств;
Поскольку невозможно добиться выполнения этих условий для всех рассматри-

ваемых компонентов во всех узлах пространственной сетки, а общие методы реше-

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1[ ] ( ) ( , ) ,m m m m m

j j j jI f J X X X f t X g+ + +− τβ − = − + τβ + τ +

1 1 ,j j j j j j
il i j il i l il i l il i lk X X k X X k X X k X X+ += + −
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ния жестких задач требуют нереально больших затрат машинного времени, при раз-
работке предлагаемого алгоритма авторы использовали комбинированный метод.

В семейства были сгруппированы только те малые газовые составляющие, для 
которых безусловно выполнялись приведенные выше условия. Остальные компо-
ненты по соотношению их фотохимических времен жизни с постоянной времени 
переноса разбивались на долгоживущие и короткоживущие. Для долгоживущих со-
вместно с введенными семействами рассматривались дифференциально-разностные 
уравнения типа (15). Их аппроксимация конечноразностными уравнениями осу-
ществлялась А-устойчивым одношаговым методом [8]:

(20)

В системе уравнений (10), (14), (20) член, описывающий скорость фотохимиче-
ского изменения, разбивается на продукцию (P) и разрушение (D):

(21)

При этом для усиления диагонального преобладания слагаемое правой части 
(21), описывающее разрушение, берется на неявном временном слое, а выражающее 
продукцию - на явном итерационном слое.

Для короткоживущих малых газовых примесей А-устойчивый метод аппрокси-
мации применяется к упрощенному уравнению

(22)

откуда получаем выражение для X j+1 

(23)

Поскольку P и D берутся с предыдущего итерационного слоя, то необходимо 
сделать несколько итераций для приближения к неявному слою.

Для упрощения процесса расчета фотохимического изменения малых газов ат-
мосферы авторы разработали специальный алгоритм решения жесткой системы 
уравнений фотохимии атмосферы. Алгоритм основывается на использовании поня-
тия времени жизни газов относительно фотохимического изменения:

(24)

Для каждого газа, в каждой точке пространства оценивается время жизни отно-
сительно фотохимического изменения. Для тех газов, время жизни которых превос-
ходит шаг по времени в 50 и более раз, вычисления фотохимического изменения не 
производятся и их концентрации фиксируются при расчете изменения концентра-
ций газов, имеющих меньшее время жизни. Для тех газов, время жизни которых не 
превосходит установленный порог, после каждой итерации производится сравнение 

1
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полученного значения с вычисленным на предыдущей итерации. Если изменение не 
превосходит 0.1 %, то концентрация этого газа фиксируется в процессе вычисления 
концентраций газов, для которых изменение концентрации еще превосходит 0.1 %.

Работа выполнена в Российском государственном гидрометеорологическом уни-
верситете в рамках участия в Федеральной Целевой Программе «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» на 2009-2013 годы (ГК № П734 от 
20 мая 2010 г.),  мероприятие 1.2.1 по направлению «Геохимия».
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