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ELECTROMAGNETIC WAVES SCATTERING MODEL ON WATER DROPS 
AND FRACTAL ICE CRYSTALS

В метеорологических измерительных системах широко используется активное и 
пассивное дистанционное зондирование атмосферы на основе регистрации рассе-
янного электромагнитного излучения. Данная статья посвящена описанию созданной 
численной модели для расчета характеристик рассеяния электромагнитных волн 
каплями воды и кристаллами льда с учетом их фрактальных свойств.
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Active and passive remote sensing of the atmosphere based on the registration of 
the scattered electromagnetic radiation are widely used in meteorological measurement 
systems. This article focuses on the created model to calculate the characteristics of 
electromagnetic wave scattering by water droplets and ice crystals with regard to their 
fractal properties.
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Введение

Известно, что электромагнитная волна при взаимодействии с атмосферными 
частицами возбуждает в них внутреннее поле, излучающееся в виде вторичных волн, 
а часть падающей электромагнитной волны поглощается частицей. Возбуждаемые в 
частице волны высших порядков зависят от соотношения радиуса частицы и длины 
волны падающего излучения. Вторичные волны составляют дифрагированное поле 
частицы. Следовательно, взаимодействие падающего излучения с атмосферными ча-
стицами приводит к дифракции электромагнитных волн, в частности, на сферических 
частицах. В средней и верхней тропосфере при отрицательных температурах в облаках 
содержится значительное количество переохлажденных капель, которые с течением 
времени превращаются в кристаллы льда [6]. В результате формируются кристалличе-
ские и смешанные облака, оказывающие существительное влияние на климат Земли 
путем рассеяния и поглощения электромагнитной энергии, идущей от Солнца и Земли 
[7, 9–12, 16]. Авторами работы [15] отмечено, что форма и размеры кристаллов льда 
сильно влияют на радиационный баланс системы Земля-атмосфера. Основы теории 
рассеяния электромагнитных волн на частицах были разработаны Лявом и Ми [2]. 
Существует ряд работ, посвященных методикам определения рассеяния электромаг-
нитных волн на атмосферных частицах [17, 18]. В данной работе рассматриваются 
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математический аппарат моделирования рассеяния электромагнитных волн на каплях 
воды и кристаллах льда с учетом их фрактальных свойств, алгоритм нахождения ко-
эффициентов Ми и его программная реализация.

Описание модели

Согласно теории Ми имеются следующие выражения для коэффициентов рас-
сеянного поля [2]:

где an, bn — коэффициенты рассеянного поля; n — индекс суммирования; m — относи-
тельный показатель преломления; ψn (mx), ψ′n (x) — функция Рикатти-Бесселя первого 
рода и ее производная по аргументу, стоящему в скобках; ξn (mx), ξ′n (x) — функция 
Рикатти-Бесселя третьего рода и ее производная по аргументу, стоящему в скобках; 
x — безразмерный параметр дифракции.

Для описания характеристики поглощения и рассеяния электромагнитного из-
лучения сфероидальными частицами любых размеров x и с любым показателем пре-
ломления m достаточно знать коэффициенты an, bn и угол рассеяния.

При решении задач дистанционного зондирования атмосферы очень важно знать 
величины сечения рассеяния, поглощения, ослабления и радиолокационного от-
ражения, а также их факторы эффективности, которые определяются следующими 
формулами [2]:

где σi — сечения рассеяния, поглощения, ослабления и радиолокационного отражения; 
Kр, Kп, Kо, Kотр — соответственно факторы эффективности рассеяния, поглощения, 
ослабления и радиолокационного отражения; r — радиус сфероидальной частицы, м.
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Алгоритмы численного моделирования рассеяния на сфероидальных частицах 
воды и льда реализованы на языке программирования Java. Созданные Java-классы 
позволяют по частям выполнить поставленную задачу. Входными параметрами для 
данной модели являются: радиус частицы, угол рассеяния, длина волны, показатель 
преломления окружающей среды и частицы.

Алгоритм определения коэффициентов Ми состоит из следующих шагов:
1) определение числа слагаемых в зависимости от параметра дифракции;
2) определение угловых функций по значению угла рассеяния прямой рекурсией;
3) определение коэффициентов Ми an и bn, которое представляет собой наиболее 

важную часть алгоритма. Для этого используется логарифмическая производная, 
которая вычисляется методом обратной рекурсии. Данный метод обеспечивает 
более высокую точность расчетов и позволяет рассчитать коэффициенты Ми по 
формулам:

Определение коэффициентов Ми по этим формулам удобно тем, что все присут-
ствующие в них параметры или функции можно определить рекурсией, что обеспе-
чивает простоту работы алгоритма.

Блок-схема программы, реализующей алгоритм расчета характеристик рассеяния 
электромагнитных волн на сферических частицах [5], представлена на рис. 1.

Такое взаимодействие между Java-классами удобно для моделирования рассеяния 
электромагнитных волн атмосферными частицами с разными диэлектрическими свой-
ствами (показателями преломления) и разными размерами в широком диапазоне длин 
волн. Большинство расчетов проводится для комплексных чисел, поэтому создание 
отдельного класса Complex, совершающего элементарные математические операции с 
комплексными числами, упрощает работу и обеспечивает быстроту вычислений при 
создании его экземпляра.

Класс Scattering является родительским и имеет дочерние классы Mi и Rayleigh. 
Класс Mi осуществляет все расчеты, связанные с математическим аппаратом теории 
Ми, а класс Rayleigh — некоторые приближенные расчеты, основанные на теории 
Релея. Работа с моделью осуществляется путем создания Java-приложения, которое 
выводит значения амплитуд электрического вектора и сечений рассеяния, поглоще-
ния, ослабления и радиолокационного отражения при заданных входных параметрах.
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Также, в данной работе для исследования рассеяния электромагнитных волн 
на атмосферных частицах используется численная модель диэлектрических свойств 
воды и льда [4]. Эта модель позволяет осуществить расчет показателя преломления 
и поглощения атмосферных частиц в широком диапазоне частот электромагнитных 
волн и температур. На рис. 2 представлена блок-схема наследования классов в модели 
диэлектрических свойств воды и льда.

Зависимость диэлектрических свойств воды и льда от температуры и частоты 
электромагнитной волны, описываемая моделью [4], представлена на рис. 3.

 

Рис. 1. Блок-схема взаимодействия Java-классов 
модели рассеяния радиоволн на сферических 

частицах

Рис. 2. Блок-схема наследования классов  
в модели диэлектрических свойств  

воды и льда

Рис. 3. Зависимость показателей преломления (n) и поглощения (a) льда и воды  
от частоты электромагнитной волны (f ) при постоянной температуре 273,15 К (А)  

и от температуры (T ) при постоянной длине волны (Б)
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Результаты моделирования рассеяния волн без учета фрактальных свойств

Точность модели рассеяния электромагнитных волн сферическими атмосферны-
ми частицами проверялась путем сравнения с известными литературными источни-
ками. Для сопоставления были использованы данные расчетов по теории Ми из работ 
[1, 3]. Полученные результаты сопоставления представлены на рис. 4, 5 и 6.

Модель рассеяния электромагнитных волн на сферических частицах воды и льда 
осуществляет расчет характеристик рассеяния в широком диапазоне радиусов частиц, 
частот электромагнитных волн и температур. Следует отметить, что модель может с 
высокой точностью определять коэффициенты an и bn при больших значениях пара-
метра дифракции (x ≤ 4200).

Рис. 4. Зависимость коэффициента эффективности ослабления от диаметра капли воды  
при температуре 10°C для разных длин волн (λ1 = 0,86 см, λ2 = 2,00 см, λ3 = 3,20 см).  

Сплошные линии — модельные расчеты, точки — по данным [1]

а)

  

б)

 

Рис. 5. Зависимость площади поперечного радиолокационного отражения (а) и поглощения (б)  
от диаметра капли воды при температуре 10°C для разных длин волн (λ1 = 0,86 см, λ2 = 2,00 см, λ3 = 3,20 см). 

Сплошные линии — модельные расчеты, точки — по данным [1]
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Рис. 6. Зависимость фактора эффективности радиолокационного отражения и ослабления от параметра 
дифракции для снежинок с разными показателями m1 = 1,00 − 0,14×10−4i и m2 = 1,02 − 0,19×10−4i. 

Сплошные линии — модельные расчеты, точки — по данным [3]

Учет фрактальных свойств кристаллов льда

Анализ моделей взаимодействия электромагнитного излучения с аэрозольными 
частицами показал, что имеется возможность создания численной модели рассеяния 
волн на кристаллах льда с привлечением математического аппарата теории фракталь-
ных множеств [13].

Учет фрактальных свойств кристаллов льда осуществляется введением понятия 
эффективной диэлектрической проницаемости (ε′D), зависящей от фрактальной раз-
мерности D [14]:

где P определяется по формуле:

Значение P зависит от плотности льда, фрактальной размерности кристаллов льда 
и коэффициента А, который зависит от типа кристаллов льда.

Ниже приведена таблица значений коэффициентов А и фрактальной размерности 
D некоторых типов кристаллов льда [8].

Для всех указанных в табл. 1 типов кристаллов льда получена зависимость коэф-
фициента рассеяния от размера кристаллов на длине волны 1,6 мкм (3 канал прибора 
SEVIRI), которая представлена на рис. 7.

( )( ) 1
1 0,58 1 0,58 ,D P P P P

−′ ′ε = − + ε − +

( ) 13
л6 .DP Al

−−= πρ



99

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ № 38

Таблица 1
Фрактальные характеристики кристаллов льда

Тип кристалла A D

иглы 0,1 2,54
пластинки 0,8 2,54
звездочки 0,3 2,75

крупа 56,5 2,95

Рис. 7. Зависимость фактора эффективности рассеяния от размера кристаллов разных типов  
при учете и без учета их фрактальных свойств

Как видно из рис. 7, при больших размерах кристаллов льда рассеяние на фрак-
тальных частицах уменьшается и оказывается меньше, чем на сферических частицах. 
В большинстве случаев рассеяние на малых фрактальных кристаллах больше, чем на 
сферических. Однако при учете фрактальных свойств труднее определить тип кристал-
лов, так как по данным рис. 7 вид кривых для четырех типов кристаллов очень схож.

На рис. 8 представлена зависимость отношения между коэффициентами эффек-
тивности рассеяния при учете и без учета фрактальных свойств кристаллов льда.

Исходя из данных рис. 8 можно отметить, что для кристаллов типа звездочек 
с размером менее 90 мкм наблюдается максимальное различие в их рассеивающих 
свойствах при учете фрактальных свойств. Можно сделать вывод, что применение 
модели рассеяния электромагнитных волн на кристаллах льда с учетом их фрактальных 
свойств позволит улучшить качество оценки параметров кристаллических и смешан-
ных облаков дистанционными методами зондирования атмосферы.
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Рис. 8. Отношение коэффициентов эффективности рассеяния на кристаллах льда  
при учете и без учета фрактальных свойств на длине волны 1,6 мкм

Обсуждение результатов

Представленная модель рассеяния электромагнитных волн основана на теории Ми 
и учете фрактальных свойств кристаллов льда путем использования понятия эффек-
тивной диэлектрической проницаемости ледяных кристаллов. Благодаря заложенным 
в алгоритмы модели подходам, возможно ее использование в широком диапазоне 
частот и размеров частиц.

Представляется целесообразным использование модели при расчетах радиаци-
онных свойств облаков при построении климатических моделей атмосферы, а также 
обработке данных дистанционного зондирования атмосферы.
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